Odwrotnos¢ modularna
Bartosz Chominski

1 Definicja

Odwrotno$é modularna liczby a modulo p to taka
liczba b, ze liczba a-b daje reszte 1 z dzielenia przez p.

Okazuje sie (a nawet za chwile to udowodni-
my), ze kazda liczba niepodzielna przez p ma swoja

odwrotno$¢ modularna.

2 Wyznaczenie — sposéb z twierdzeniem
Fermata

W notatce Male twierdzenie Fermata pokazalidmy,
ze jezeli p jest liczbg pierwsza oraz a jest liczba nie-
podzielng przez p, to liczba a?~! daje reszte 1 z dzie-
lenia przez p.

Zauwazmy, ze ten fakt pokazuje nam konkretny
wzor na odwrotno$é modularna. Wystarczy, ze zapi-
szemy

a? =1 (mod p)
jako
a-a’2=1 (mod p)
i powinno byé juz jasne, ze aP~2 jest odwrotnoscia
a modulo p, poniewaz w oczywisty sposdb wypelnia
definicje odwrotnosci modularnej podang na poczat-
ku.

W zastosowaniach praktycznych mozna obliczy¢

a?~2 mod p uzywajac algorytmu na szybkie potego-

wanie typu dziel © zwyciezay.

3 Wyznaczenie — sposéb z algorytmem
Euklidesa

3.1 Pewne réwnanie diofantyczne
Rozwazmy réwnanie
ax + by =d,

gdzie a i b sg danymi liczbami naturalnymi, d ich naj-
wiekszym wspolnym dzielnikiem, a z i y szukanymi

liczbami catkowitymi.

Jesli bedziemy w stanie szybko rozwigzywac tego
typu réwnania, to bedziemy umieli podobnie szybko
wyznaczaé¢ odwrotnosci modularne. Wystarczy roz-

wiaza¢ réwnanie
ar +py =1,

by x byto wprost z definicji odwrotnos$ciag modularng
a modulo p.
Przejdzmy zatem do rozwigzania tego roéwnania

w ogolnosci.

3.2 Krok ku rozwigzaniu

Sprébujmy rozwiazaé nieco prostsze réwnanie od
ax +by=d

. Przez nieco prostsze rbwnanie bedziemy uwazac ta-
kie, w ktérym liczby a i b beda mniejszeﬂ

Zaltézmy dla wygody, ze a > bib # 0 — jesli
b = 0, to réwnanie jest catkiem proste i ma rozwia-
zanie (x,y) = (1,0). Mozemy rozwazy¢ analogiczne
réwnanie dla ,mniejszej” pary (b, a—b) — okazuje sie,
ze 7z rozwiagzania réwnania dla pary (b,a — b) mozna
latwo odzyskaé rozwiazanie dla pary (a,b). Zalézmy,
ze mamy rozwiazanie (z,y) réwnania dla ,mniejszej

pary”, czyli (z,y) takie, ze
bx + (a — b)y = d.

Wtedy, po drobnych przeksztalceniach algebraicz-
nych mamy

a wiec para (z,y—x) jest rozwiazaniem oryginalnego
rownania.

Te metode mozemy uogdlnié i wiedzac, ze

amodb:a—{ZJ-b

zauwazy¢, ze jesli

bx + (a mod b)y = d,

Nie jest to precyzyjna definicja, a raczej zyczenie podyktowane intuicja, zgodnie z ktéra jesli zadanie ma mniejsze liczby, to

jest prostsze.



to
a
ay—i—b(a:— {bJ y) =d.
W ten sposéb, na podstawie dowodu poprawno-
$ci algorytmu Euklidesa, mozemy réwnanie z dowol-
nymi parametrami a i b sprowadzi¢ do rownania z pa-

rametrem b réwnym 0. Dla przyktadu:

e+ 7y =1 11-24+7-(-3)=1
Toy + 4y =1 7-(-1)+4-2=1
Azxg + 3yp = 1 4.1+43-(-1)=1
3rz+1ys =1 3-:0+1-1=1
lag+0yy=1——1-140-0=1

(Zauwaz przejscia typu (x,y) — (y, x—ky) idac w gé-
re w drugiej kolumnie.)
4 Czytaj tez

e https://en.wikipedia.org/wiki/B}C3Y%
A9zout%27s_identity

e https://en.wikipedia.org/wiki/FEuclidean_
algorithm
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