Omoéwienie zadania Symbol Newtona

Bartosz Chominski

1 Zadanie

Symbol Newtona (%) (czytaj: N po K) ozna-
cza liczbe kombinacji K-elementowych zbioru N-

elementowego. Mozna go obliczy¢ na przykiad ze

N\ N!
K] K! (N-K)

gdzie symbol wykrzyknika oznacza silnie liczby czyli

Wzoru:

iloczyn kolejnych dodatnich liczb naturalnych do tej
liczby. Na przyktad: 5! =1-2-3-4-5=120.

W tym zadaniu sprawdzimy po prostu czy potra-
fisz liczy¢ symbol Newtona. Dla bardzo duzych war-
tosci N oraz K. Powodzenia. Dla ulatwienia, wystar-
czy ze podasz reszte z dzielenia wyniku przez 107 +7.

Napisz program, ktéry wczyta wartosci N oraz
K, wyznaczy warto$é (%) mod (10° + 7) i wypisze
wynik na standardowe wyjscie.

2 Rozwiazanie za wolne

W wyrazeniu podanym w tresci zadania sa dwa ,,pro-
blemy”: dzielenie oraz silnia, ktére mozemy, a nawet

powinnidmy, rozwazy¢ osobno.

2.1 Dazielenie

Dzielenie reszt z dzielenia jest zwodnicze, poniewaz
dzielenie jest jedynym sposrdéd czterech podstawo-
wych dzialan arytmetycznych, ktore nie jest rozdziel-

ne wzgledem modulo, a wiec nie ma wlasnosci
(a1 b) mod p = ((a mod p) < (b mod p)) mod p,

gdzie za <1 mozemy wpisaé +, — lub x.
Rozwiazaniem tego problemu jest skorzystanie
z definicji dzielenia:

Dzielenie to mnozenie przez odwrotnosé.

Definicje i efektywne sposoby wyznaczenia od-
wrotno$ci modularnej Dociekliwy Czytelnik moze

znalez¢ w notatce Odwrotnosé modularna.

2.2 Silnia

Reszte z dzielenia silni przez dowolna liczbe mozna
obliczy¢ prosta petla typu for, domnazajac kolejne
liczby naturalne i modulujac odpowiednio czesto.

2.3 Podsumowanie

Uzyskalismy rozwiazanie wykonujace co najmniej ty-
le ,krokéw” ile wynosi liczba N. Kroki te pochodza
z fazy domnazania kolejnych liczb do wyniku pod-
czas liczenia silni. To jednak zbyt wolno jak na limit
czasu wynoszacy 0.5s i potrzebujemy usprawnienia.
Etap dzielenia zajmuje czas staly wzgledem N i K,
bo jest to pojedyncze wyznaczenie odwrotnosci mo-
dulo 10° + 7 i kilka mnozef, zatem powinniémy sie

skupi¢ na przyspieszeniu fazy wyznaczania silni.

3 Rozwiazanie wzorcowe

3.1 Potega informacji

Zauwazmy, ze zasadniczym problemem przy liczeniu
N! jest odlegloéé do ostatniej wartosci silni, ktéra
znamy. W rozwigzaniu podanym wyzej, jezeli mie-
liby$my policzyé 1234!, to musieliby$my wykonaé
1234 mnozenia, by osiagnaé¢ wynik.

Wyobrazmy sobie, ze wiemy ile wynosi reszta
z dzielenia 1000! przez 10° + 7. Wtedy, by obli-
czy¢ 1234! nie musimy juz zaczynaé od 1,2,...,
a mozemy wystartowa¢ od 1000! i domnazaé
1001,1002,1003, ..., wykonujac w ten sposob tylko
234 mnozenia zamiast 1234 mnozen.

By istotnie przyspieszy¢ proces szukania silni,
warto zna¢ odpowiednie reszty z dzielenia wielu sil-
ni, przyktadowo 1000 000!,2000000!,3000000!,...
w réwnych odstepach az do 1000000 000! (dalej be-
da to dla nas ,kamienie milowe”). W ten sposéb naj-
dtuzszy ciag domnazania skréci sie z miliarda do mi-
liona.

PrzejdZzmy teraz do wdrozenia tego planu w zy-

cie.



3.2 Wskazdwki implementacyjne

By zaoszczedzié¢ czas wykonania programu, powinni-
$my policzy¢ kamienie milowe poza czasem mierzo-
nym przez sprawdzaczke, na przyktad jako osobny
program na stacji zawodniczej. To obliczenie powin-
no potrwaé¢ kilka do kilkunastu sekund, a jego wy-
nik warto sformatowaé tak, by wynik tegoz osobne-
go programu byl kodem wpisania wartosci do tablicy
w jezyku C++.

Wynik programu liczacego kamienie milowe mo-
ze zaczynad sie tak:

t[0] = 1;
t[1] = 641102369;
t[2] = 578095319;

Limit wielkosci kodu Zrédlowego w popularnych
sprawdzaczkach (SIO, Solve) wynosi 100kB, a wiec
mozemy wysta¢ az 100000 znakéw jako nasze roz-
wiazanie. Wiedzac to, mozna sie przekonaé, ze nasz
plan zadziata — caty kod potrzebny na wpisanie war-
tosci kamieni milowych do tablicy powinien zmieécié
sie w 20 kB, poniewaz mamy 1000 wierszy, kazdy po
co najwyzej 20 znakéw, czyli 20 bajtow.
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