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1 Twierdzenie

Niech p bedzie liczba pierwszg oraz niech a bedzie
liczba calkowitg niepodzielna przez p. Wtedy aP~!
daje reszte 1 z dzielenia przez p.

2 Dowdd (wersja bijekcyjna)

Zacznijmy od pewnego prostego lematu, ktéry po-
moze nam w pokazaniu, ze mnozenie modulo jest
bijekcyjne.

2.1 Lemat o réznowartos$ciowoséci mnozenia

Niech a # b i ¢ beda resztami z dzielenia przez p
i niech ¢ nie bedzie podzielna przez p. Wtedy a - ¢
i b-c daja rézne reszty z dzielenia przez p.

Dowéd. Zalézmy nie wprost, ze a-cib-c daja te
same reszty z dzielenia przez p. Wtedy ich réznica,
czyli a-c—b-c jest liczba podzielng przez p. Te liczbe
mozemy réwniez zapisaé jako (a — b) - c. Z wlasnosci
liczb pierwszych wnioskujemy, ze (a—b) jest podziel-
ne przez p lub c jest podzielne przez p. Zadna z tych
opcji nie jest mozliwa, poniewaz zalozenia lematu sa
z nimi sprzeczne. 7 tej sprzecznosci wnioskujemy, ze
a-cib-cdajarézne reszty z dzielenia przez p, a wiec
teze lematu.

2.2 Bijekcja

Niech f, : {1,2,...,p—1} = {1,2,...
funkcja zdefiniowana jako

,p— 1} bedzie

fa(n) = (a-n) mod p,

czyli mowiac wprost f, to operacja mnozenia przez a
modulo p.

Ta funkcja dla a Z 0 (mod p) jest bijekcja, po-
niewaz jej dziedzina jest skonczona i réwnoliczna ze
zbiorem wartoéci, a ponadto ta funkcja jest rézno-
wartosciowa, co pokazaliSmy w lemacie o réznowar-

toSciowoscl mnozenia.

2.3 Podsumowanie

Skoro f, jest bijekcja (a nawet automorfizmem), to

zbiory
{1,2,3,...,p—1}
oraz
{fa(1), fa(2), fa(3), ..., falp = 1)}
sg rowne.

Skoro zbiory sa réwne, to iloczyny wszystkich ich

elementéw réwniez, a wiec

1-2-...-(p=1)=fo(1) - fa(2) - ...~ fa(p—1).
Rozwinimy napisy typu ,,fq(n)” zgodnie z definicja
fa:

1-2-...-(p—1)=(a-1mod p)-...-(a-(p—1) mod p).

Rozwazmy reszty z dzielenia przez p obu stron. To
pozwoli nam pozby¢ sie ,mod p” z prawej strony

1-2-...-(p—1) = (a-1)-(a-2)-...-(a-(p—1)) (mod p).

Wylaczmy z nawiaséw po prawej stronie wystapie-

1-2-...-(p—1)=a’*-(1-2-...-(p—1)) (mod p).

Zauwazmy, ze aP~! musi dawaé reszte 1 z dzielenia
przez p, poniewaz w przeciwnym razie powyzsza kon-
gruencja nie bylaby spelniona (por. lemat). To kon-
czy dowdéd maltego twierdzenia Fermata w wersji bi-
jekeyjnej.

3 Dowdd (wersja indukcyjna)

3.1 Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna to pewna metoda dowodze-
nia twierdzen, ktora sprawdza sie, gdy mamy do udo-
wodnienia prawdziwo$é¢ pewnej formuly dla wszyst-
kich liczb naturalnych. Niech ¢(n) bedzie formula,
ktérej prawdziwosé mamy udowodnié¢ dla wszystkich
liczb naturalnych n. Plan dziatania wyglada naste-
pujaco:

1. Dowodzimy prawdziwosci zdania ¢(0).



2. Dowodzimy prawdziwosci zdania: dla kazdej
liczby naturalnej n zachodzi implikacja

o(n) = pn+1).

Jesli wypetnimy oba punkty planu, to na podstawie
zasady indukcji matematycznej mozemy wnioskowaé
prawdziwos$¢ formuly ¢(n) dla kazdej liczby natural-

nej n.

3.2 Zastosowanie

Ustalmy jedna konkretng liczbe pierwsza p.
W przypadku dowodu matego twierdzenia Fer-

mata za formule ¢(a) mozemy przyjaé:
Zachodzi kongruencja a” = a (mod p).

To sformutowanie wyglada troche inaczej, niz te-
za twierdzenia podana wyzej, ale Dociekliwy Czy-
telnik z pewnoécia bedzie w stanie si¢ przekonad, ze
obecna wersja twierdzenia implikuje wersje podang

na poczatku.

3.3 Pierwszy krok indukgji

Na poczatek zrealizujemy pierwszy punkt z planu
wyzej. Zdanie (1) brzmi:

Zachodzi kongruencja 17 =1 (mod p).

To zdanie jest w oczywisty sposob prawdziwe,

zatem pierwszy punkt planu mamy za sobg.

3.4 Drugi krok indukcji
Implikacja, ktéra mamy udowodnié brzmi:

Jesli zachodzi kongruencja a? = a (mod p), to

zachodzi kongruencja (a + 1)? = a+ 1 (mod p).

Zatem przystapmy do pracy: wyrazenie (a +
1) mozna zapisaé¢ korzystajac z wzordw skrdconego
mnozenta. Piszac wprost, mamy

p_ [P\ (P p
(a+1)f =a <O)+a 1<1)—|—---+a0<p>.

Przyjrzyjmy sie symbolom Newtona (z) Mozemy
zapisa¢ wprost z definicji

P\ 1-2-3-...-p
k] (1-2-...-k)-(1-2-...-(p—k))

Gdy k jest rézne od 0 i od p, to ta liczba bedzie
podzielna przez p, poniewaz zaden czynnik z mia-
nownika ,nie skréci sie” z czynnikiem p z licznika,
a wiec skoro przy okazji wiemy, ze bedzie to liczba
catkowita, to bedzie rowniez podzielna przez p.

Wréémy do (a+1)P, a w zasadzie do reszty z dzie-
lenia tej liczby przez p (bo to reszta nas interesuje).
Skoro liczby (7). (%),..., (pfl) sa podzielne przez p,
to skladniki sumy, ktore zawieraja te liczby jako
czynniki, réwniez beda podzielne przez p, a zatem
nie wplyna na reszte z dzielenia calej sumy przez p.
Mamy

o D p p— p a p
(a+1)P=,a <O>+a 1<1>+ + °<p>

Ostatnie przejscie w powyzszym rachunku wynika
wprost z zalozenia indukcyjnego i w ten sposéb uzy-
skujemy teze implikacji, a wiec dowodzimy drugiego
kroku indukcyjnego, co w polaczeniu z pierwszym
krokiem daje petlny dowo6d indukcyjny.
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