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1 Wstep

Klasyczny problem wydawania reszty to problem,
w ktéorym majac n nominaléw monet o wartosciach
ai,as,...,a, i kwote k, mamy za zadanie wyzna-
czy¢ najmniejszy podzbiér posiadanych monet, kto-
rego wartosci monet sumuja sie doktadnie do k.

Rozwiagzemy problem wydawania reszty w ztozo-
nosci czasowej O(n - 2%/2), ale kosztem zwiekszonej
zlozonosci pamieciowej rzedu O(27/2), gdzie n jest
liczba posiadanych nominatéw.

2 Przyspieszenie w problemie wydawania
reszty

2.1 Algorytm

Niech ay,as,...,a, beda nominatami monet w in-
stancji problemu wydawania reszty i niech k bedzie
kwota do wydania. Podzielmy ten worek monet na

dwie w miare réwne czeéci i rozdajmy rodzenstwu:

Jasiowi 1 Malgosi. Monety a1, az,...,ap,/2) otrzy-
ma Jas, a monety ary 2141, a[pn/2]42; - - - » Gn OtrzZyma
Matgosia.

Najpierw Jas wyznaczy i zapamieta wszystkie
kwoty jakie jest w stanie wydaé¢ posiadanymi przez
siebie monetami oraz w ile co najmniej nominatéw
jest w stanie wyda¢ kazda kwote.

Nastepnie Malgosia rozwazy kazdy podzbiér mo-
net jakie posiada, wyznaczy jego wartos¢ v i licznoéé
p i zapyta Jasia: ,Jasiu, czy potrafisz wydaé kwo-
te k —v?”. Jesli Jag odpowie ,Nie.”, to Malgosia
przechodzi dalej do nastepnego podzbioru. Jesli Jag
odpowie ,,Tak, i to tylko ¢ monetami: a7, a7,...!”, to
razem beda umieli wydaé kwote k za pomocg q + r
monet i Malgosia moze zapisa¢ ¢ + r (i sume od-
powiednich podzbioréw monet) jako kandydata na
odpowiedz.

Krétki przyktad: niech A = {5,3,6,2,4,8} i k =
16. Jas otrzymuje monety 5, 3, 6 i wylicza, ze:

e kwote 0 umie wydaé za pomoca 0 monet;

e kwoty 3,5, 6 umie wyda¢ za pomoca 1 monety;

e kwoty 8,9,11 umie wyda¢ za pomoca 2 monet;
e kwote 14 umie wyda¢ za pomocg 3 monet.

Malgosia otrzymuje monety 2, 4, 8 i rozpatruje ko-
lejno podzbiory:

e () —suma to 0, liczno$é to 0 i pytanie to: ,,Jasiu,
czy potrafisz wydaé kwote 167”. Odpowiedz
Jasia to ,,Nie.”.

e {2} — suma to 2, licznos$é to 1 i pytanie jest
o kwote 14. Odpowiedz Jasia to ,Tak, i to tyl-
ko 3 monetami.”, wiec razem potrafia wydac
docelowg kwote za pomoca 4 monet.

e {4} —suma to 4, ale Ja$ nie potrafi wydaé kwo-
ty 12.

e {2,4} — suma to 6, ale Ja$ nie potrafi wydaé
kwoty 10.

e {8} —suma to 8, a Ja$ umie wydaé¢ kwote 8 za
pomoca 2 monet, zatem oboje potrafia wydaé
docelowa kwote za pomoca 3 monet.

e {2,8} — suma to 10, a Jas umie wydaé kwote 6
jedng moneta, a wiec w tym przypadku wynik

to ponownie 3 monety.

e pozostalych podzbioréw Jas nie jest w stanie
uzupetni¢ do kwoty 16.

2.2 Analiza ztozonosci

Algorytm opisany wyzej ma dwie fazy — ,faze Jasia”
i ,faze Malgosi”.

Faza Jasia to wyznaczenie wszystkich kwot, jakie
mozna wydaé za pomoca pierwszej polowy zbioru
monet i zapamietanie tych informacji. Podzbiorow
pierwszej polowy zbioru monet jest 2/"/21 a kazdy
podzbiér wymaga zsumowania O(n) nominaléw, za-

tem faza Jasia ma zlozono$é czasowa O(n - 21"/21)



(!}, natomiast pamieciowa O(2["/21) — jedna komér-
ka pamieci na kazda mozliwa do wydania kwote.
Faza Malgosi to rozwazenie sumy nominaléow
kazdego podzbioru posiadanych przez nig monet i za-
pytanie Jasia o dopelnienie tej kwoty do docelowej
kwoty, tak wiec Malgosia przejdzie przez 21"/2) zbio-
réw i dla kazdego wykona O(n) operacji (ponow-
nie, przy odpowiedniej kolejnoéci podzbioréw, Mal-
gosia moze wykonywaé O(1) operacji na kazdy pod-
zbidr), zatem zlozonosé czasowa jej fazy wyniesie

O(n - 2ln/2)y.

3 Logartym dyskretny

3.1 Definicja problemu

Logarytm dyskretny z b przy podstawie ¢ modulo p
to taka liczba catkowita x, ze zachodzi przystawanie

a®=b (mod p).

Przyktadowo, logarytmem dyskretnym z 13 przy
podstawie 2 modulo 17 jest 6, poniewaz

20=64=514+13=3-17+13=13 (mod 17).

Nie zawsze jednak logarytm dyskretny istnieje —
przyktadowo logarytm dyskretny z 3 przy podstawie
4 modulo 5 nie istnieje, poniewaz 4 podniesiona do
jakiejkolwiek potegi nie da liczby o reszcie z dzielenia
przez 5 réwnej 3.

Ogodlnie uznaje sieg, ze dla duzych p problem ob-
liczenia logarytmu dyskretnego jest trudny.

3.2 Zastosowanie

Wspomniana wyzej domniemana trudno$é oblicze-
nia logarytmu dyskretnego stanowi podstawe bezpie-
czenstwa algorytmu Diffiego—Hellmana, ktory stuzy
do bezpiecznego przekazywania informacji przez pu-

bliczne tacza.

3.3 Baby-step giant-step

Jak wiemy z notatki o malym twierdzeniu Fermata,
dla dowolnego p i a ciag a,a?,a,... jest okresowy
z okresem co najwyzej p — 1.

W tym podrozdziale ponownie pomoga nam Jas

i Malgosia.

Tym razem Ja$ policzy reszty z dzielenia przez
pliczb 1 = a% al,a?,... alvPl=1 zapamieta zbior
par

{(a" mod p,n):0<n < [\/p]}

Malgosia natomiast rozwazy reszty z dzielenia
przez p liczb 1 = a°, alVP) | a2WP) . oIVPILVP | dla
kazdej z tych liczb zapyta Jasia: ,Jasiu, czy masz
liczbe, ktéra pomnozona przez moja (réwna a?lv?))
daje b modulo p?ﬂ’. Jedli Jag odpowie ,Nie.”, to
Malgosia przechodzi do kolejnej liczby. Jesli Malgo-
sia rozwazala wlasnie liczbe a?lVP! i Jag odpowie
»,Tak, to a”!”, to bedzie wiadomo, ze

a®WVPIFT = b (mod p),

a zatem ¢ - [/p] + 7 jest szukanym logarytmem dys-
kretnym.

Ku pelnosci wywodu warto wspomnieé, ze Jas
powinien uzy¢ struktury set, map lub podobnej,
by odpowiednio szybko zaspokajaé ciekawo$é¢ $wia-
ta Matgosi.

3.4 Przykfad

Zobaczmy jak Jas i Matgosia obliczaja logarytm dys-
kretny z 14 przy podstawie 3 modulo 17.

Najpierw zauwazmy, ze |\/p| = | V17| = 4.

Jas oblicza kolejne potegi 3 modulo 17:

e 3 =1 (mod 17);
e 3! =3 (mod 17);
e 32=9 (mod 17);
e 33 =10 (mod 17);

i zapamietuje je wraz z odpowiednimi wyktadnikami.
Matgosia rozwaza kolejne potegi skaczac wyktad-

nikiem co 4:

! Okazuje sie, ze wszystkie podzbiory skoficzonego zbioru mozna ustawié w ciag, ktérego sasiednie elementy réznia sie nalezeniem

doktadnie jednego elementu oryginalnego zbioru, zatem te ztozono$¢ mozna ,zbi¢” o multiplikatywne n, wyznaczajac sumy monet

w podzbiorach w kolejnosci danej przez wspomniany cigg podzbioréw.
2Ja$ przeczytal notatke o odwrotnosci modularnej i wie jak obliczyé szukana przez Matgosie liczbe.



e 3° =1 (mod 17), Malgosia szuka u Jasia liczby
14, bo 1-14 = 14 (mod 17), ale Jas odpowiada

»Nie.”.
e 3% =13 (mod 17), Malgosia szuka u Jasia licz-
by 5, bo 13-5 = 14 (mod 17), ale Ja$ odpo-

wiada ,,Nie.”.

o 38 =
by 3, bo 16-3 =14 (mod 17) i tym razem Jas
odpowiada ,Tak, to 317, tak wiec 3%t! = 14

(mod 17) i odpowiedzia na cale zadanie jest 9.

(mod 17), Malgosia szuka u Jasia licz-

3.5 Analiza ztozonosci

Faza Jasia ma zlozonoé¢ czasowa O(/plogp), po-
niewaz rozwazenie kazdej z O(,/p) poteg wiaze si¢

z dodaniem jednego elementu do struktury set lub
map. Jas musi jeszcze zapamigta¢ swéj zbidr, na co
poswieci O(,/p) pamieci.

Faza Malgosi ma taks sama zlozonosé czasowa,
poniewaz rozwaza ona z grubsza tyle samo poteg a,
co Jas i kazda jej potega wyzwala pytanie, na ktére
Jas odpowiada w czasie O(logp).

4 /Jobacz tez

e https://en.wikipedia.org/wiki/Baby-step
giant-step

e https://en.wikipedia.org/wiki/Diffie
E2780%93Hellman_key_exchange
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