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1 Wstep

Rozwiazemy w tej notatce pewne dwa klasyczne sio-

strzane zadania w teorii graféw:

Wyznacz wszystkie krawedzie, ktérych usuniecie
rozspéjni graf.

oraz

Wyznacz wszystkie wierzchotki, ktérych usuniecie

rozspdjni graf.

Krawedzie rozspajajace graf nazywamy mostami,
natomiast wierzchotki rozspajajace graf nazywamy
punktami artykulacyi.

Jedli poczatkowy graf nie byt spdjny, to beda nas
interesowac wierzchotki lub krawedzie, ktore rozspéj-
nig spéjny fragment grafu, w ktérym byty.

Przyktadowo, w grafie

mosty to krawedzie {1,6} oraz {5,6}, a punkty
artykulacji to 1, 2 oraz 6.

W szczegblnosci wierzchotek 5 nie jest punktem
artykulacji, poniewaz po jego usunieciu graf nadal

jest spdjny.

2 Pierwsze obserwacje

Rozwiazmy nasze dwa siostrzane zadania naj-
pierw w jakikolwiek sposéb. Oczywiscie mogliby$my
sprawdzaé wprost co sie dzieje z grafem po usunie-
ciu ktoérejs krawedzi lub ktoregos wierzchotka. Ten
bezposredni algorytm wymaga uruchomienia dowol-
nego przeszukiwania grafu dla kazdego przypadku

usuwanej krawedzi lub usuwanego wierzchotka i ma

czas dziatania O(M(N + M)) (dla krawedzi) lub
O(N(N + M)) (dla wierzchotkéw).

Sprobujmy rozwigza¢ nasze dwa zadania na
mniejszej klasie grafow — czesto jest tak, ze zadanie
trudne dla graféw w ogdlnosci staje sie latwiejsze dla
drzew, cykli czy DAG6w (np. problem wyznaczenia
srednicy grafu albo znalezienia idealnego skojarze-

nia).

Rozwazmy wiec nasze zadania na drzewach (czyli
sp6jnych nieskierowanych grafach bez cykli). Latwo
mozemy zauwazy¢, ze kazdy wierzchotek, ktéry nie
jest liciem jest punktem artykulacji, a kazda kra-

wedz jest mostem.

W ponizszym drzewie mosty to wszystkie krawe-
dzie, a punkty artykulacji to wierzchotki niezazna-
czone na zielono (czyli dokladnie wszystkie nielidcie).

Sprobujmy nieco uogolnié¢ nasze drzewo.

3 Drzewa z dodatkowymi krawedziami

3.1 1-drzewa

Skoro juz umiemy poprawnie i efektywnie rozwiazac
oba nasze zadania dla drzew, to rozwazmy drzewa
z dodatkowa jedna krawedzia (w literaturze znane
jako 1-drzewa). Przykladowe 1-drzewo wyglada jak

nizej.



Tym razem rozwiazanie ma ciekawsza strukture:
wszystkie krawedzie na $ciezce od 2 do 8 i czerwona
krawedz nie beda mostami, poniewaz leza na cyklu,
a usuniecie dowolnej krawedzi cyklu nie rozspdjnia
go.

W zadaniu ,wierzchotkowym” sytuacja jest jesz-
cze ciekawsza: punktami artykulacji przestatly by¢ te
wierzchotki na Sciezce od 2 do 8, ktére maja tylko
jedno dziecko (poza ewentualnie koficami tej Sciez-
ki).

3.2 Uogodlnienie

Teraz rozwazmy drzewa z wieloma dodatkowymi
krawedziami, ale takimi, ktére tacza tylko wierzchot-
ki z ich przodkami. Bardzo wazna cecha tego typu
drzew jest taka, ze kazdy graf nieskierowany moz-
na przedstawié jako wtasnie takie drzewo. Mozna to
zrobi¢ wykonujac przeszukiwanie grafu w gtab (DFS)
i uznajac krawedzie, po ktérych przejdzie DFS jako
krawedzie drzewowe, natomiast pozostate uznajac za
dodatkowe.

Gdy rozwazaliémy 1-drzewa, mosty i punkty ar-
tykulacji wyznaczaliémy w oparciu o to, czy dana
krawedz lub dany wierzchotek bytly ,,podﬂ’ dodat-
kowa (czerwona) krawedzia. Tym razem tych dodat-
kowych krawedzi bedzie wigcej, ale nadal bedzie nas
interesowac to, ktore wierzchotki i krawedzie mozna
,obejs¢” korzystajac z czerwonych krawedzi.

Zdefiniujmy tablice low, ktora precyzyjnie opi-
sze jak wysoko w drzewie mozemy dojé¢ z danego
wierzchotka, jesli mozemy przejéé¢ tylko raz dowolna

czerwong krawedzia, a krawedziami czarnymi moze-
my chodzi¢ tylko w dét.

Oto przyktad drzewa z dodatkowymi krawedzia-
mi i wartosci tablicy low dla tego drzewa (warto-
$ci 1low dla poszczegdlnych wierzchotkéw to czerwone
liczby).

Przyktadowo, 1low[10] = 7, poniewaz z wierzchol-
ka 10 mozemy przejé¢ czerwona krawedzia do wierz-
chotka 7, potem w dét do wierzchotka 8, ale juz nie
mozemy przej$é czerwona krawedzig w gore (bo sko-
rzystaliSmy juz z jakiej$ czerwonej krawedzi) i nie
mozemy przejs¢ czarng krawedzia w gére. W ten spo-
sOb nie mozemy doj$¢ wyzej, niz do wierzchotka 7,
zatem wynik to 7.

Jesli bedziemy mieli taka tablice, to tatwo be-
dziemy mogli sprawdzi¢ czy dana krawedz drzewo-
wa (u,v) (u jest rodzicem v) jest mostem — jesli
low[v] = v, to nie mozemy przej$¢ w gére drzewa ina-
czej niz krawedzia (u,v), czyli jest ona mostem; jesli
low[v] # v, to mamy jakie$ inne polaczenie w gore
drzewa, a zatem usuniecie krawedzi (u,v) nie roz-
spojni drzewa, czyli ta krawedZ nie bedzie mostem.

3.3 Funkcja low

Od teraz zakladamy, ze wierzchotki drzewa z dodat-
kowymi krawedziami, ktére rozpatrujemy maja nu-
meracje pre-order, czyli zgodna z kolejnoscig ich roz-
patrywania w algorytmie DF'S.

"W przyktadzie 1-drzewa powyzej krawedzie (2,3), (3,6) oraz (6,8) sa ,,pod” czerwona krawedzia dodatkowa.



Znamy juz definicje tablicy low, wiec nauczmy
sie jak ja efektywnie wyznaczyé. Na poczatek wy-
znaczmy wartosci low dla liSci drzewa. 7 lisci nie
mozemy pdjs¢ w dét czarnymi krawedziami, bo ich
nie ma. Zostaje jedynie uzycie (raz!) czerwonej kra-

wedzi, stad wzoér:

low[v] = min(v, min u) dla v bedacego liSciem.

(u,v)Eczerwone
Teraz mozemy wyznaczaé¢ dalej wartosci low —
od lidci do korzenia. Ogoélny wzor jest nieco bardziej
skomplikowany niz ten dla lisci:

low[v] = min(v, min  w, min low[c]).
(u,v)Eczerwone  cE€dzieci v

Pierwszy argument minimum w powyzszym zbio-
rze to v, bo z wierzchotka zawsze mozna dojs$¢ do nie-
go samego. Drugi argument odpowiada za ten jeden
skok czerwona krawedzia, na jaki mozemy sobie po-
zwolié¢ (nie oplaca sie chodzié¢ dalej z wierzchotka wu,
bo wyzej juz z niego nie dojdziemy zgodnie z zasada-
mi). Ostatni argument odpowiada za to, Ze mozemy
przejs¢ w dot, do swojego dziecka, czarng krawedzig
i z niego chodzi¢ dalej.

3.4 Podsumowanie zastosowania

Czarna krawedz (u,v) (u jest rodzicem v) jest
mostem wtedy i tylko wtedy, gdy low[v] = v.

Zadna czerwona krawedz nie jest mostem.

Korzen drzewa jest punktem artykulacji wtedy
i tylko wtedy, gdy ma wiecej niz jedno dziecko.

Wierzchotek v niebedacy korzeniem jest punktem
artykulacji wtedy i tylko wtedy, gdy posiada
dziecko ¢, dla ktérego low[c] > v.

3.5 Dowody

Udowodnimy twierdzenie taczace tablice low z by-
ciem punktem artykulacji.

(= ). Zalézmy, ze v jest punktem artykulacji.
To oznacza, z definicji, ze jego usuniecie rozspdjni
graf. Jedna z jego sktadowych musi by¢ wtedy pod-
drzewo jakiego$ dziecka v — oznaczmy to dziecko ja-
ko ¢. Poddrzewo ¢ nie moze by¢ potaczone zadnymi
czerwonymi krawedziami z przodkami v (ale z v juz
moze!), a zatem najwyzszym wierzchotkiem, do kté-
rego mozna dojs¢ z ¢ czarnymi krawedziami w dot
i jedna czerwona krawedzia jest v. Stad low[c| > v.

( <= ). Zalézmy, ze c jest dzieckiem v oraz
low[c] > v. To oznacza, ze z wierzcholka ¢ nie mozna
dojs¢ wyzej niz do v chodzac czarnymi w dét i mak-
symalnie jedna czerwona. To oznacza, ze po usunie-
ciu wierzchotka v, z poddrzewa c nie wyjda juz zadne
czerwone krawedzie wyzej, czyli to poddrzewo bedzie
catkowicie odtaczone od reszty grafu z przodkami v —
czyli graf bedzie niespdjny, a wiec v bedzie punktem
artykulacji.
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