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1 Wstep

Rozwiazemy w tej notatce pewne rudymentarne za-

danie wokoél algorytméw tekstowych:

Dane jest stowo S oraz wzorzec T' (czyli tez stowo).
Wyznacz wszystkie wystapienia wzorca T jako

spdjne podstowo w stowie S.

2 Pierwszy algorytm

Rozpoczniemy od dos¢ narzucajacego sie podejscia,
ktore ma szanse zadziala¢ w malo ztosliwych przy-
padkach (np. gdy stowo zostalo wylosowane). Ten
sposob sprawdza kazda potencjalng pozycje stowa
T w stowie S i wprost zaczyna poréwnywaé kolej-
ne litery wzorca T oraz stowa S. W pseudokodzie to

podejscie moze wygladaé tak:

vector< int > findOccurences(string s, string t)

{
vector< int > ans;

for (int i = 0; i < s.length(); i++){

bool match

true;
0; j < t.length(); j++){

for (int j

if (i+j >= s.length() || s[i+j] !'= t[j1){

match = false;

break;

}
if (match){
ans.push_back (i) ;
}
}

return ans;

To podejscie dziala, ale jest za wolne — jego pe-
symistyczna zlozonos$¢ czasowa to O(|S|-|T|) i moz-
na ja uzyskaé¢ chociazby w przypadku S = aa...a,

n
T = aa...ab, n > m. Wtedy algorytm opisany po-
m

wyzszym kodem wykona dokladnie nm — w po-

réwnan par liter i zwrdci pusta liste wystapien 7'
w S.

Przeanalizujmy czemu ten algorytm jest tak wol-
ny. Zauwazmy, ze tak naprawde ten algorytm skltada
sie z wielu niezaleznych faz — kazda pozycja, od kté-
rej mogtoby sie zaczynaé wystapienie stowa 1" w sto-
wie S, jest sprawdzana osobno bez przeptywu jakich-
kolwiek informacji miedzy kolejnymi sprawdzeniami.
W przykladzie z poprzedniego akapitu (S = aa...a,
T = aa...ab) to oznacza, ze nawet jesli w pierw-
szym sprawdzeniu napracujemy sie i pokazemy, ze S
i T zgadzaja sie na pierwszych m — 1 pozycjach, to
i tak w drugiej fazie znowu cala te prace wykonamy
od nowa (zamiast od razu poréwnywac litery z konca

stowa T z dalszymi literami .5).

1=0 1 =1
S = aaaaaaaa S = aaaaaaaaaaaaaaa
T = b T = aaaaaaab

Po pierwszej fazie Niebieskie podstowa sa

wiemy, ze zielone réwne i moglibysmy to
podstowa sa réwne. wywnioskowaé
z pierwszej fazy, ale
naiwny algorytm
sprawdza to ,na
piechote”.
Ten problem daje nam duze pole do optymaliza-
cji, nad ktora teraz sie zastanowimy.

3 Optymalizacja

Niech S i T beda dowolnymi stowami, dla ktérych
chcemy rozwiazaé zadanie ze wstepu.

Zalézmy, ze S i T zgadzaja sie na pierwszych k
pozycjach w pierwszej fazie, jak na obrazku ponize;j.

S S S

T =



Skoro wiemy, ze poréwnujac od pierwszej litery
slowa S, nie dopasujemy stowa 7" w pelni (bo na po-
zycji k te stowa si¢ réznia), to powinnismy szukaé
kolejnych potencjalnych pozycji startowych stowa T'
w stowie S.

Najlepsza kolejng pozycja, od ktérej optaca nam
sie sprawdza¢ wystapienie wzorca T jest pozycja, od
ktorej zaczyna sie najdtuzszy niepelny sufiks zielo-
nej czesci stowa S (por. schemat powyzej), ktory jest
jednoczeénie prefiksem stowa T

Uzasadnijmy dlaczego inne pozycje nie sa lepsze.
Jedli zaczelibySmy z pozycji, od ktérej sufiks zielo-
nej czedci stowa S nie bylby prefiksem stowa T, to
na pewno nie byloby wystapienia calego wzorca T —
skoro juz prefiks T sie nie zgadza z dalszym ciagiem
stowa S, to tym bardziej cale stowo T sie nie zgodzi.
Jesli zaczeliby$my z pozycji, od ktérej zaczyna sie ja-
kis inny krétszy sufiks zielonej czesci stowa S, ktory
jest jednoczesnie prefiksem T, to potencjalnie omi-
nelibySmy pelne wystapienie T' w S, ktére zaczynato
sie wczesniej.

Rozjasnijmy to podejscie przykiadem: niech S =
rowerowerowy, I' = rowerowy. Najpierw, w pierw-
szej fazie, porownujemy kolejne litery obu stéw na-
iwnie:

S = erowy
T= y

Najdtuzszy niepelny sufiks zielonej czeéci stowa

S, ktory jest jednoczesnie prefiksem stowa T' to row.
S = rowerowerowy
T = rowerowy

Wobec tego nastepna pozycja, od ktoérej bedzie-
my sie starali dopasowaé¢ stowo T', bedzie pozycja
zaczynajaca ten wtasnie sufiks zielonej czesci stowa
S.

S = rowerowerowy
T = rowerowy

Dalej poréwnujemy kolejne litery naiwnie i wobec

braku niezgodnosci idziemy tak az do konca stowa S.

S = rowe

T =

4 Prefikso-sufiksy

4.1 Wstep

Zajmijmy sie teraz sposobem na szybkie wyznacza-
nie dlugoéci najdtuzszego niepelnego sufiksu zielonej
czedci stowa S, ktory jest jednoczesnie prefiksem sto-
wa T'. Zacznijmy od definicji:

Definicja. Prefikso-sufiks stowa W to stlowo P,
ktore: jest prefiksem W, jest sufiksem W oraz P #
w.

Przyktadowo, w slowie abbabbab wszystkie
prefikso-sufiksy to slowo puste, ab oraz abbab, na-
tomiast stowo klops ma wylacznie pusty prefikso-
sufiks.

Udowodnijmy kilka prostych lematéw zwiaza-
nych z prefikso-sufiksami:

Lemat 1. Prefikso-sufiks prefikso-sufiksu stowa
W jest prefikso-sufiksem stowa W.

Dowdd. Proste ¢wiczenie. Moze przydaé sie po-

nizszy rysunek:

W =

Lemat 2. Dane jest stowo W. Niech P; oznacza
najdtuzszy prefikso-sufiks stowa W[0]W|1]... Wi —
1] i niech 7; oznacza dlugo$¢ stowa P;. Wtedy jesli
Wimy,] = Winl, to Ppy1 = P,W{n].

Dowéd. Stowo P,W([n| jest prefikso-sufiksem
stowa WIO]W1]..
korzystajac z ponizszego rysunku.

.W{n], co mozna latwo zauwazy¢

W=
0 Tn, n

Stowo P, Wn] jest wéréd prefikso-sufikséw stowa
WI0[W[1]..
7w, + 1. Gdyby istnial prefikso-sufiks dtugosci co naj-

. W{n] najdtuzsze, poniewaz ma diugosé

mniej 7, + 2, to przez uciecie ostatniej litery uzyska-
libysmy prefikso-sufiks stowa W[0]W[1]... W[n — 1]
dtuzszy niz m,, co jest sprzeczne z definicjg m,.

Lemat 3. Najdluzszy prefikso-sufiks najdiuzsze-
go prefikso-sufiksu stowa W jest drugim najdtuzszym
prefikso-sufiksem stowa W.

Dowé6d. Proste ¢wiczenie. Najpierw pokazu-
jemy, ze drugi najdluzszy prefikso-sufiks W jest
prefikso-sufiksem najdtuzszego prefikso-sufiksu W,



a potem pokazujemy, ze musi to byé¢ najdluzszy
prefikso-sufiks tegoz najdhuzszego prefikso-sufiksu
Ww.

4.2 Algorytm

Zauwazmy, ze do efektywnego wyznaczania potrzeb-
nych nam niebieskich stéw (por. przyktad w poprzed-
niej sekcji), potrzebujemy tylko dilugosci prefikso-
sufikséw poczatkowych fragmentéw stowa T'.

Bedziemy wyznacza¢ dilugoéci najdluzszych
prefikso-sufikséw kolejnych poczatkowych fragmen-
tow stowa T iteracyjnie. Dla jednoliterowego frag-
mentu odpowiedzia zawsze bedzie 0, bo zadne stowo
dtugosci 1 nie ma prefikso-sufiksu. Dalsze dlugosci
bedziemy wyznacza¢ na podstawie poprzednich wy-
nikéw:

Zalézmy, ze mamy juz dlugosci najdiuzszych
prefikso-sufikséw dla n poczatkowych fragmentéw
stowa T' i sg one oznaczone jako 71, o, ..., m,. Chce-
my obliczyé¢ m,y1. Jesli Wm,] = W{n], to zgodnie
z lematem 2 mamy 7,11 = 7, +1. W przeciwnym ra-
zie proébujemy przedtuzy¢ drugi najdtuzszy prefikso-
sufiks — jego dlugosé to m.,. Jesli i to si¢ nie uda,
to probujemy przedtuzyé trzeci najdtuzszy prefikso-
sufiks o dtugosci 7, . Kontynuujemy do momentu
osiggniecia pustego najdtuzszego prefikso-sufiksu —
wtedy wpisujemy jako odpowiedz O lub 1, zaleznie
od prawdziwosci réwnosci W 0] = W{n].

4.3 Przykfad

Niech T' = abacababaca. Wtedy kolejne wartosci
wyniosg 0,0,1,0,1,2,3,2,3,4,5.

4.4 |mplementacja

vector< int > pi(string t)

{
vector< int > pi(t.length() + 1, 0);

pil0] = -1;

for (int i = 1; i < t.length(); i++){
int j = pilil;
while (j >= 0 && t[i] !'= t[j1){

j = piljl;
b
if (t[i] == t[jD{
j++;
3
pili+1] = j;
¥
return pi;

3

4.5 Ztozonos$¢ czasowa

Oszacujemy ztozonosé czasows powyzszej implemen-
tacji, zwracajac uwage na zmiany wartosci zmien-
nej j. Po pierwsze zauwazmy, ze zmienna j na kon-
cu i-tego przebiegu petli ma te sama warto$é co na
poczatku (i 4+ 1)-szego przebiegu petli, zatem moze-
my mysleé¢ o tej zmiennej jako o zmiennej globalnej.
W kazdym przebiegu petli for zmienna j albo sie
zmniejsza, albo zwieksza o doktadnie 1. Stad wyni-
ka, ze liczba wszystkich zmniejszen 7 w calym wy-
wolaniu algorytmu nie moze by¢ wieksza, niz liczba
zwiekszen j o 1. Oznacza to, ze taczna liczba wszyst-
kich przebiegéw petli while w calym algorytmie nie
przekroczy dlugoéci stowa T

5 Zobacz tez

e https://eduinf.waw.pl/inf/alg/001_
search/0049.php

e https://zpe.gov.pl/pdf/PAWg1Xbyk

e https://cp-algorithms.com/string/

prefix-function.html
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