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1 Wstep

Rozwiazemy w tej notatce pewne klasyczne zadanie:
mamy liste dtugich stéw i chcemy umie¢ odpowiadaé
na zapytania postaci ,czy slowo o numerze i jest
roéwne stowu o numerze j7”, a nastepnie jego uogdl-
nienie.

Na poczatek rozwiazanie oczywiste — kazde takie
zapytanie traktujemy oddzielnie i sprawdzamy kolej-
ne litery obu poréwnywanych stéw az nie dotrzemy
do pozycji, na ktérej stowa sie réznia lub do kon-
ca ktéregos ze stow. To rozwigzanie moze okazaé sie
zbyt wolne dla duzych danych, wiec potrzebujemy
szybszego sposobu.

2 Biblioteka

Przeformutujmy nieco oryginalne zadanie. Teraz roz-
wazmy potke ksiazek w bibliotece i zapytania posta-
ci ,czy ksiazka o numerze ¢ ma taka sama tresé jak
ksigzka o numerze j7”. Merytorycznie tresé¢ zadania
sie nie zmienita, ale stalo sie ono znacznie prostsze.

Oczywiscie w kazdym zapytaniu wystarczy po-
réwnac oktadki rozpatrywanych ksiazek i prawdopo-
dobnie uzyskamy w ten sposéb zgodna z prawda od-
powiedz. Na pewno, natomiast, nikt nie bedzie czy-
tal obu ksiazek literka po literce do momentu wysta-
pienia rozbiezno$ci.

Zastanéwmy sie, dlaczego w zadaniu z biblioteka
bylo prosciej. Cate utatwienie wynika stad, ze przy-
pisanie oktadek ksigzkom spelnia pewne dwa warun-
ki. Dla odrobiny formalizmu oznaczmy przez h abs-
trakcyjna funkcje, ktéra przyjmuje ksiazke i zwraca
jej oktadke. Te dwa warunki, dzieki ktérym zadanie
z biblioteka jest prostsze mozna zapisaé nastepujaco,
przyjmujac, ze x i y to dowolne ksiazki:

hz) # hy) = z#y (1)

h(x) = h(y) = x =y prawie na pewno  (2)

Pierwszy warunek pozwala nam wykluczaé row-

nos¢ ksiazek tylko na podstawie réznych okladek

tych ksiazek, a drugi warunek ogranicza liczbe fal-
szywie pozytywnych réwnosci (czyli sytuacji, w kto-
rych dwie ksigzki sa rézne, ale maja takie same
oktadki).

Sprobujmy przeniesé te uzyteczng wlasnosé funk-
¢ji h na oryginalne zadanie ze stowami. Przed chwila
funkcje h dostarczali nam wydawcy ksiazek, a teraz,
w ogblnym przypadku, musimy ja sobie wymy$li¢ sa-

mi.

3 Odpowiednia funkcja h

Zdefiniujmy problem, przed ktorym stoimy. Potrze-
bujemy zdefiniowa¢ funkcje h, ktora:

e przyjmuje stowo dowolnej dlugosci,

e zwraca obiekty, ktére mozna szybko poréwny-
waé (np. liczby typu long long),

e daje sie szybko obliczaé,

e dla réznych stow czesto daje rozne wyniki.

3.1 Antyprzyktady

Rozpatrzmy na poczatek kilka antyprzyktadow, zeby
wyrobié¢ sobie intuicje co do dziatania funkcji h.

Funkcja h(s) = dlugos¢ stowa s spelnia pierwsze
trzy warunki, natomiast calkiem czesto daje te same
wyniki dla réznych stéw —np. h(a) =11 h(b) = 1.

Funkcja h(s) = s[0] réwniez spelnia pierwsze
trzy warunki, natomiast wystarczy odrobine dtuzszy
przyktad, niz wyzej, by obali¢ zachodzenie czwartego
warunku: h(aa) = ai h(ab) = a.

Funkcja h(s) = s spelnia pierwszy, trzeci i czwar-
ty warunek, natomiast poréwnywanie jej wynikoéw
zawraca nas do problemu, ktéry wtaénie chcemy roz-

wiazad.

3.2 System pozycyjny

Ponownie lekko zmienmy tres¢ zadania, ktére chce-
my rozwigzaé. Roboczo zalézmy, ze stowa, ktore do-

staje funkcja h sktadaja sie wylacznie z cyfr systemu



dziesigtnego i nie maja zer wiodacych. Wtedy dos¢
dobrym kandydatem bytaby funkcja

h(s) = (liczba, ktérej zapis dziesietny to s) mod p,

gdzie p to duza liczba pierwsza. Oczywiscie tu tez
bardzo latwo mozna znalezé kolizje, bo np. dla p =
10° + 7 mieliby$my h(1000000008) = 11 h(1) = 1,
natomiast czestosdé kolizji dla losowych danych i moz-
liwo$¢ omijania kolizji przez wielokrotne losowanie p
sprawia, ze ta funkcja h jest o wiele lepszym kandy-
datem, niz poprzednie antyprzyktady.

Zauwazmy jeszcze, ze wzor na funkcje h wyglada
nast(gpuj@cﬂ

h(agaias .. .an) = (ag-10"+---+a, -10°) mod p.

3.3 Uogdlnienie

Powréémy teraz do oryginalnego zadania tego roz-
dziatu, a wiec dopuszczamy dowolne stowa, w kto-
rych moga by¢ dowolne litery. Gdyby tych mozliwych
liter byto 10, to kazdej z nich moglibySmy jedno-
znacznie przypisaé cyfre i skorzystaé z funkeji h uzy-
skanej nieco wyzej. Jesli natomiast bytoby ich wiecej,
niz 10 (i tak zwykle jest), to mogliby$my zwiekszy¢
podstawe systemu liczbowego z 10 do np. 31 i przy-
porzadkowaé literom wartosci od 1 do 26 (jako cyfry
systemu o podstawie 31).

Wobec tego nasza uogdlniona funkcja h moglaby

dziata¢ nastepujaco:
h(agaias . . . an) = ([ao]-31"4- - -+[ay)-31%)  mod p,

gdzie [c] to numer (od 1 do 26) litery c.
Przyktadowo, dla stowa s = klopsip = 1000 003
funkcje h obliczylibySmy nastepujaco:

h(klops) =

3.4 Obliczanie

By efektywnie obliczaé¢ funkcje h, wystarczy wyzna-
czy¢ na poczatek tablice reszt z dzielenia kolejnych
poteg liczby 31 przez ustalone p i nastepnie korzy-
sta¢ z tych warto$ci w definicji funkcji h, a mozna
tez obliczaé¢ funkcje h iteracyjnie od 0, domnazajac
aktualna wartos¢ przez 31 i dodajac kod aktualnie

rozpatrywanej litery.

4 Podstowa

Przyszedl czas na uogolnienie oryginalnego zadania
ze wstepu tej notatki. Tym razem zadanie brzmi tak:
mamy duzo dtugich stéw i chcemy umieé odpowiadaé
na zapytania postaci ,,czy podstowo [a, b] stowa o nu-
merze i jest réwne podstowu [c,d] stowa o numerze
jrr.

Tym razem nie mozemy sobie pozwoli¢ na obli-
czenie wartosci funkcji h dla wszystkich sensownych
stow, bo byloby ich za duzo — stowo dlugosci N ma
O(N?) podstéw. Wobec tego oczywiscie musimy sie
ograniczy¢ do obliczania funkcji A tylko na podsto-
wach wystepujacych w zapytaniach, ale oczywisty
sposob obliczania funkcji h kosztuje nas czas pro-
porcjonalny do liczby liter argumentu, a wiec moze
sie okazad, ze nadal kosztuje to zbyt duzo czasu.

Wyprowadzimy sposob obliczania funkcji h dla
podstéw ustalonego stowa s o dlugosci N w czasie
O(N) (preprocessing) i O(1) (na zapytanie).

4.1 Sumy prefiksowe

Zatézmy na chwile, z przyczyn, ktére za niedtugo sta-
na sie oczywiste, ze funkcja h po prostu dodaje do
siebie kody liter — bez mnozenia przez potegi ustalo-
nej podstawy. Wtedy funkcje h dla dowolnego pod-
stowa mogliby$my liczy¢ identycznie jak sumy pre-
fiksowe, czyli wyznaczamy wartosci Ty = h(ag), 71 =

= (k] -31* +[1] - 313 + [0] - 312 + [p] - 31 + [s]) mod p
= (11-31"+12-313+15-312 +16- 31 +19) mod p
=10531153 mod 1000003 = 531 123.

h(apa1), To = h(apaiaz) i zauwazamy, ze

h(aiai+1 N CLj) = h(ao c. aj)—h(ao e ai_l) = Tj_Ti—l-

W tym wzorze wystepuje pewne naduzycie notacyjne, ktére Odpowiednio Swiadomy Formalnie Czytelnik z pewnoscia zauwazy
— a; po lewej stronie réwnosci sg cyframi, natomiast po prawej stronie sg liczbami oznaczajacymi te cyfry. Autor posiada jednak
nadzieje, ze ten wybryk notacyjny nie wytworzy w Czytelnikach zbyt duzych watpliwosci.



4.2 Domnazanie poteg

Teraz zajmijmy sie potegami, ktére sa domnazane
do kodéw liter w funkcji h, ktorej faktycznie chcemy
uzywac. Podobnie jak wyzej zdefiniujmy
T; = h(agay . ..a;) = (ag-31°+---4a;-31°) mod p.
Mamy dalej
h(ai e aj) =
=(a; -3 "+ -+4a;-31% modp
= ((ap -3V + -+ +a; - 31°)—
—(ag-317 44 a;_1-3771)) mod p
= (T; =319 (ap-31" '+ +a;1)) modp
= (T; — 31V"""'T;_1)  mod p.
Wobec tego mamy jawny wzor na wyznaczenie

funkcji h dla podstéw, majac wylacznie wartosci
funkcji h dla kolejnych prefiksow catego stowa.

5 Porady praktyczne

W zastosowaniu na zawodach warto uzywaé funkcji
haszujacych z p rzedu miliarda, jak réwniez bez po-
danego wprost modulo — wéwczas, przy zastosowaniu
typu long long, efektywnie wszystkie wartosci beda

264 Zagrozenia zwigzane z takim po-

liczone modulo
stepowaniem zostaly dobrze opisane w wymienionym

dalej artykule J. Pachockiego i J. Radoszewskiego.

Warto réwniez stosowaé tzw. haszowanie podwdj-
ne, a wiec takie funkcje h, ktérych wynikiem sg pary
sktadajace sie z rezultatow opisanego wyzej wielo-
mianowego haszowania dla réznych p.

Nalezy uwazaé przy gestym poréwnywaniu mie-
dzy soba elementéw duzego zbioru stéw. Jesli zbidr
liczy N obiektéw i funkcja haszujaca przyjmuje co
najwyzej U wartosci, to gdy N bedzie rzedu VU,
prawdopodobnie zaczng pojawiaé sie kolizje. Szcze-
gbotowe informacje mozna uzyskaé czytajac o para-
dokstie dnia urodzin.

6 Zobacz tez

e https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcja_
skrC3%B3tu

e https://pl.wikipedia.org/wiki/Paradoks_
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e https://cp-algorithms.com/string/
string-hashing.html
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