Chinskie twierdzenie o resztach
Bartosz Chominski

1 Wstep

Rozwazmy pewien chinski pulk zolnierzy, ktérego
licznoéé chcialby poznaé jego dowddca. Zolnierzy
w tym putku jest tak wielu, ze reczne ich policze-
nie bytoby bardzo czasochlonne.

Zoierze przeszli solidne szkolenie (jak to zolnie-
rze) 1 potrafia bardzo szybko ustawi¢ sie w zastepy
k-osobowe dla dowolnego naturalnego k wybranego
przez dowddce. Gdy dowddca wyda rozkaz z pewnym
k, zolnierze ustawiaja sie w bardzo duzo zastepéw k-
osobowych i ewentualnie jeden niepeiny zastep, kto-
rego liczno$é wida¢ gotym okiem, co obrazuja poniz-
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Schemat ustawienia zolnierzy dla rozkazu k = 5.
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Schemat ustawienia zotnierzy dla rozkazu k = 13.

Okazuje sig, ze licznoéci niepelnych zastepow wy-
starczaja do stwierdzenia ilu zolierzy liczy pulk!

Oznaczmy szukana liczbe zolmierzy przez =x.
W powyzszym przykladzie mozemy ,na oko” zato-
zy¢, ze liczba zolnierzy nie przekracza 60, a ponad-

to z informacji o niepelnych zastepach mozemy wy-

wnioskowaé, ze
x=2 (modb5) oraz z=3 (mod 13).
Wypiszmy wszystkie liczby nieprzekraczajace 60,
ktore spelniaja po jednym z powyzszych warunkow:
{2,7,12,17,22,27,32,37,42,47,52,57},
{16,29,42,55}.

Tylko jedna liczba jest w obu tych zbiorach — jest
to 42 i jest to wobec tego odpowiedz.

2 Uogdlnienie
W ogdlnosci zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. (chinskie o resztach) Niech
P1, P2, - - -, Pn beda parami wzglednie pierwszymi
liczbami naturalnymi i niech ay,as,...,a, beda

dowolnymi liczbami naturalnymi. Wéwczas

w zbiorze {0,1,...,pip2- - py — 1} istnieje
doktadnie jedna liczba z, spelniajaca kongruencje

r=a; (mod p1),

x

az (mod p9),

x=a, (mod py,).

3 Dowdd

3.1 Preliminaria

Przyjmijmy, jak zwykle dla wygody, nastepujaca
konwencje notacyjna:

T ={0,1,2,...,m —1}.

Ustalmy konkretne liczby a1, a9, ..., an,p1,92,---,Pn
z tezy twierdzenia. Niech, ponownie dla wygody,
M = p1-p2 ... pn. Rozwazmy funkcje f, ktora
liczbie ze zbioru Zj; przyporzadkowuje jej reszty
z dzielenia przez p1,p2,...,pn. Formalnie potrzebu-
jemy funkcji f : Zyy — Zp, X Zipy X -+ X Ly, danej

wzorem

f(z) = (z mod p1,x mod po, ...,z mod p,).



Przyktadowo, jesli przyjmiemy p; = 21 ps = 5,
to wartodcia funkcji f dla x = 8 jest

f(8) = (8 mod 2,8 mod 5) = (0, 3),
natomiast wartoscig dla x = 7 jest
f(7) = (7mod 2,7 mod 5) = (1,2).

Majac juz zdefiniowana funkcje f, mozemy za-
uwazy¢, ze teza twierdzenia jest jednoznaczna po-
kazaniu, ze dla kazdej krotki ze zbioru Z,, x Zp, X
o+ X Zp, (a wiec dla kazdego uktadu reszt z dziele-

nia przez pi, pa, - - -
ba x € Zys, ktora przeksztalcona funkcja f daje te

krotkdT|

, Pn) istnieje dokladnie jedna licz-

3.2 Réznowartosciowosé f

Na poczatek pokazemy, ze funkcja f jest réznowarto-
Sciowa (a wiec rézne argumenty daja rézne wyniki).
Niech z i y beda dwiema réznymi liczbami ze zbioru
Zy, 1 nie wprost zalézmy, ze f(z) = f(y).

Skoro f(x) = f(y), to znaczy, ze = i y da-
ja takie same reszty z dzielenia odpowiednio przez
D1, P2, - - -, Pn, czyli liczba x — y jest podzielna przez

pb1,p2,- .-
wzglednie pierwsze, a wiec skoro x — y jest podzielna

przez pi,p2, .-
iloczyn M.

,Pn. Wiemy z zalozen, ze liczby p; sa
., Pn, to jest podzielna tez przez ich

Jest to sprzecznosé, poniewaz skoro 0 < z,y <
M, to ich réznica jest wieksza od —M i mniejsza od
M, zatem, zeby byla podzielna przez M, musi by¢
réwna zeru, a to stoi w sprzecznosci z zalozeniem

o tym, ze x i y sa réwne.

3.3 Konkluzja

Skoro funkcja f jest réznowartodciowa, a jej dzie-
dzina i zbiér warto$ci sg rownoliczne i skonczo-
ne, to f jest réwniez ,na” (czyli przyjmuje kaz-
da warto$¢ z przeciwdziedziny), a ponadto skoro f
jest réznowartoéciowa, to f jest bijekcja, czyli kaz-
da liczba z Z,, ma odpowiadajaca jej krotke reszt
W Zip, X -+ X Ly, i, odwrotnie, kazda krotka reszt

ma odpowiadajaca jej doktadnie jedng liczbe z Z,,.

'Méwigc inaczej, pokazemy, ze f jest bijekcja.

4 Konstrukcja

Po abstrakcyjnym dowodzie przejdzmy do wyznacza-

nia konkretnych rozwigzan.

4.1 Prostszy przypadek

Najpierw rozwigzemy zadanie dla dwéch kongruen-
¢ji. Przypomnijmy sobie pewna rodzine réwnan dio-
fantycznych, ktora wystapita juz przy okazji oma-

wiania odwrotno$ci modularnej:
ax + by = ged(a, b).

Przydatna cecha tej rodziny réwnan jest to, ze gdy
mamy juz rozwiazanie (z,y) takiego réwnania, to
modyfikujac pierwszy element pary (i odpowiednio
liczbe po prawej stronie réwnosci), nie zmieniamy
reszty z dzielenia przez a, poniewaz zmiana x doda-
je do obu stron réwniania wielokrotnoéé a.

Niech ged(a,b) = 1 i niech (z,y) bedzie rozwia-
zaniem réwnania ax + by = 1. Wtedy, w calkiem
oczywisty sposob, liczba 1 = ax + by jest rozwiaza-
niem uktadu kongruencji

(mod a),

1
1 (mod b).

z
z
Rozwazmy teraz nieco inny uktad kongruencji,

na przyktad

z=5 (mod a),
z=1 (mod b).

Tym razem ax-+by nie jest juz rozwiazaniem, ale mo-
zemy tatwo zmodyfikowaé reszte z dzielenia ax + by
przez a bez szkody dla reszty z dzielenia przez b. Wy-
starczy uzy¢ liczby ax 4+ bby, ktorej reszty z dzielenia
przez a i przez b wynoszg odpowiednio

ax+5by = bax+5bby = 5(ax+by) =5-1=5 (mod a)

oraz
ar+5by =axr+by=1 (mod D),

a zatem liczba ax 4 5by spelnia drugi z zadanych
przez nas ukladéw kongruencji.



Analogicznie mozemy pokazaé, ze, przykiadowo,
liczba 7az 4 9by spelnia uktad kongruencji

z=9 (mod a),
z=7 (mod b).

4.2 Uogoblnienie

Skoro potrafimy juz rozwiazywac uktady kongruencji
wielkoéci 2, to dosé tatwo przejdziemy do przypadku
ogblnego.

Niech
z=a; (mod py),

r=az (mod po),

xr=a, (mod py,)

bedzie uktadem kongruencji do rozwigzania.
Rozwigzmy mniejszy uklad stworzony z dwdch
pierwszych kongruencji powyzszego. Wowczas uzy-
skamy rozwiazanie (powiedzmy r2), ktére ma wia-
snosé
{7‘2 =a; (mod p),
ro =ay (mod p2).
Majac juz r, mozemy zmniejszy¢ liczbe kongru-
encji w poczatkowym uktadzie o jeden, zastepujac

dwa poczatkowe réwnania jednym:

r=a; (mod pp), r=ry (mod pip2),

x=az (mod p2), r=ag (mod p3),

x=a, (mod p,) r=a, (modpy,).

Kontynuujemy ten proces az uzyskamy uktad
jednej kongruencji:
{:r =rn  (mod pipap3 - pp).

Liczba r, bedzie rozwiagzaniem catego uktadu

kongruencji.

5 Kolejne uogdlnienie

Dotychczas zakladaliémy, ze wszystkie dzielniki
D1, P2, - - -, Pn, Przez ktére reszty z dzielenia rozpatru-
jemy, sa wzglednie pierwsze. Okazuje sie, ze czasami

ten warunek nie jest konieczny.

Sprobujmy rozwiazaé przyktadowy uktad kon-
gruencji, w ktérym p; nie sa wzglednie pierwsze,
niech bedzie to uktad

r=3 (mod 12),

)

=10 (mod 14).

Mozemy zapisaé kazda kongruencje z powyzszego
uktadu jako koniunkcje kilku kongruencji, w ktérych
dzielniki beda potegami liczb pierwszych — przykia-
dowo reszta z dzielenia przez 12 wynika bezposrednio
z reszt z dzielenia przez 3 i przez 4, bo 12 = 3-4 oraz
ged(3,4) = 1.

Mamy wiec uktad

(mod 3),

T =
x (mod 4),

0
=3

)

=0 (mod 2),
=3 (mod7).

Teraz skonfrontujmy ze soba kongruencje, kté-
rych dzielniki to potegi tej samej liczby pierwszej:

r=3 (mod4),
x=0 (mod 2),
{.7: =0 (mod 3),

{ ,

{x =3 (mod 7).

Jedli uda nam si¢ rozwigzaé ,male” uklady kon-
gruencji, to wyladujemy w standardowej sytuacji,
w ktérej dzielniki sa wzglednie pierwsze, poniewaz
potegi réznych liczb pierwszych sg wzglednie pierw-
sze.

O ile w oryginalnym twierdzeniu mamy pewnosc¢,
ze zawsze istnieje rozwiazanie, tak w przypadku gdy
dzielniki nie sa wzglednie pierwsze tej pewnosci nie
mamy. W powyzszym przypadku tak wtadnie jest:
mamy kongruencje i obok kongruen-
cje x =0 (mod 2), a te kongruencje sa w oczywisty

sposéb sprzeczne.



Wobec tego, gdy otrzymujemy do rozwigzania
uktad kongruencji, co do ktérego nie mamy pewno-
$ci czy jego dzielniki sa wzglednie pierwsze, nie mo-
zemy mie¢ tez pewnosci co do tego, ze rozwigzanie
w ogole istnieje, ale jesli istnieje, to da sie je uzy-
ska¢ w sposéb opisany wyzej (rozbijajac dzielniki na
potegi liczb pierwszych i operujac najpierw na kon-
gruencjach w obrebie poteg jednej liczby pierwszej).

6 Zobacz tez

e https://en.wikipedia.org/wiki/Chinese_

remainder_theorem
e https://brilliant.org/wiki/chinese-remainder-

e https://ctext.org/sunzi-suan-jing
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